CZESC TRZEClA

Konstrukc je pretowe

STATYCZNIE WYZNACZALNE
O KONSTRUKCJE PRETOWE

9.1. Ramy plaskie

Konstrukcja pretowa nazywamy ustréj zlozony z ptetéw prostych lub zakrzywionych-
tworzacych zespdt geometryczny niezmienny, o ile pominaé odksztalcenia pretéw wywolane
obcigzeniem. Najprostszy zespét stanowi cigg pretéw, ktorych korce lacza sig kolejno
w sztywnych narozach (rys. 9.1). Przy dzialaniu obcigzen naroZe takie przemieszcza si¢
jako sztywna calo$é, przy czym katy migdzy osiami pretéw zostaja nie zmienione. Taki
typ konstrukcji spotykany czg¢sto w praktyce nazywamy ramq. Gdy osie wszystkich pretéw.-
leza 'w jednej tzw. plaszczyinie ramy, wowczas ramg nazywamy plaskq.- Gdy ‘warunek
ten nie jest spelniony, rama jest przestrzenna.

obraz konstrukcji ‘ schemat statyczny

P
25 -

. Rys. 9.1. Obraz konstrukcji pretowej i jej schemat statyzny
‘ Linia ABCD — of konstmkcn pmd obcigzeniem, AB'C’D’ — po obcigieniu; ap = 4 ABC, ap — kat w weile B’ mi¢dzy osismi
odksztalconych prqtéw AB’ i B'C’,

Analizg ram plaskich rozpoczynamy od 'ustalenia schematu statycznego (rys. 9.2a)‘
i okre§lenia reakcji Ry, Ry i Hy. W wyniku mamy pelny obraz obcigZenia. Z kolei wyzna-
czamy wysilek przekrojéw. Znaczne ulatwienie daje tu podzial na prety sktadowe (rys. 9.2b).
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z jednoczesnym wprowadzeniem oddziatywan dajacych réwnowage kazdego preta. I tak,
biorac obcigzony sila R, = 12 kN pret AB’, w ktérym przekréj B’ pdprowadzono tuz
na lewo od naroza B, widzimy, ze oddzialywanie w przekroju B’ sklada si¢ z sily Ry =
= 12 kN réwnoleglej do R, i momentu M,z = 12 KN m. Z kolei w precie BCD dotaczamy
do obciazen P,, P, i My znane juz Ry i M,y z przeciwnymi jednak zwrotami, gdyz sa to

b MY TR{, . AR=1BkN
’ B c ' RD
: b \l' Mgo
M\ A =10kN Mp P
’_ Py =20kN
Rp=12kN A~T0k
E=ﬂ>
He=10kN | -
) A
¢) Mgg=12kNm  Mga=BkNm Mgc=8kNm Mggj=10kNm N=-1BKN
B T~85kN b »‘ \
. B k B e Map=10kNm =] 2 —
: B Nx-85kN [snssnauras!
. | 8/ D o ,
A P < T=2kN \T=-18KN E4- E .
S | _
A N=0 = .
- F =y

Rys. 9.2. Przyklad analizy ramy plaskiej

oddzialywania preta 4B’ na BCD, a w przekroju D wyznaczamy Rp = 18 kN i M, =
= 10 kNm bedace oddzialywaniem preta DEF. Na koniec sprawdzamy réwnowage
ostatniego preta DEF, obcigzonego znanymi od poczgtku silami P;, He i Ry oraz wyzna-
czonymi juz Rp i M,p. Te ostatnie maja zwroty przeciwne niz w precie BCD. Po takim
podziale wyznaczenie wysitku przekroju i wykreséw M,, T'i N (rys. 9.2c) jest juz operacja

12kNm 6kNm BKNm  10KNM 8,5kN - BN

D 10kNm [y p B C \\ D
B C T é
il '1(}kNA "é .

E 85kN , SNE

’ Yo BY T WE
Mg ‘ T DLT % N (+) -
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Rys. 9.3. Ostateczne wykresy M,, N, T dla ramy z rys. 9.2
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znana z czesci pierwszej. Rzedne wykresow odkiadamy prostopadle do osi odpowiedniego
preta, przy czym rzedne M, dajemy po stronie éciskanych wldkien. Sile T uwazamy za
dodatnia, gdy daje ona wspolzegarcwy obrét elementu, a dodatnia sita N odpowiada
rozciaganiu. Te wykresy dla poszczegdlnych pretéw laczymy zazwyczaj w jedng calosé
(rys. 9.3).

' =6kNm

a) M | .
'/3—7 Map=10kNm
! =6kN |
85 kN\ A1 3"”08 m

T=2kN
N8 5kN T=1BKkN

Mga=12kNm N=18kN

Mgo=10kNm

Rys. 94 Statyka narozy ramy

Na zakoficzenie tego etapu zbadajmy jeszcze statyke narozy (rys. 9.4a). Wykorzystujac
poprzednie wyniki (rys. 9.2c) mamy obraz naroza B, obciazonego sita P, i momentem My
oraz skladowymi wysitku przekroju w pretach AB i BCD. Latwo sprawdzi€, ze naroze
jest w rownowadze. Jak widaé, obcigZenie naroza momentem M; pocigga przeskok mo-
mentu gnacego o wartos¢ M. Przeskoku tego nie ma w narozu D, gdyz nie ma tam
zewnetrznego momentu. Obydwa te spostrzeZenia czgsto wykorzystujemy przy kontroli
‘prebiegu M,.. ; S

W drugim etapie analizy majac juz wykresy M,, T i N okre$lamy ekstremalne naprg-
7enia w niebezpiecznym przekroju i oceniamy bezpieczefistwo ustroju. Jednoczesne istnie-
nie M,, T i N powoduje, Ze ta ocena jest zadaniem z wytrzymatoéci ztozonej. W takim -
ujeciu jest to znana juz kontrola konstrukcji. Inny wariant, tj. ksztaltowanie konstrukcji,
polega na doborze wymiaréw zapewniajacych dostateczne bezpieczenstwo. W obydwdch
wariantach podstawa sa informacje znane juz z pierwszej i drugiej czesci ksiazki. Wyniki
tego etapu analizy sa wiarygodne z techniczng dokladnoscia dla czgsci konstrukcji poza
narozami. Raptowna zmiana ksztattu (zalomy) w narozach a ten sam efekt co w prostych
pretach istnienie karbéw, zmian przekroju itp. Wartodci napreZen w narozu zalezg od
jego uksztaltowania i nieistotna pozornie zmiana przekatnego zebra w narozu D (rys. 9.4a)
na uklad zeber (rys. 9.4b) ma tu ogromny lokalny wplyw'".

Zagadnienia ram z tzw. odgalezieniami (tys. 9.5) sprowadzaja si¢ do poprzednio roz-
patrzonego. Wybierzmy dowolnie ciag pretow ABCDE jako podstawowy, a ciagi GHB1 FD
jako odgalezienia. Odcinajac te odgalezienia bez naruszania ciaggu podstawowego okre-
§lamy niezbedne do ich ro’Wnowagi oddziatywania Ry, My, Rp i Mp. Z kolei ciag podsta-
wowy obciazamy przeciwnie skierowanymi sifami Ry i Rp oraz momentami Mp i Mp.
W ten sposob otrzymujemy trzy zagadnienia typu poprzedniego.

Laczac w jeden statycznie wyznaczalny zespél szereg ram prostych (rys. 9.1) otrzy-

() Ksigzka autora, Statyka i stateczno§é konstrukcji, wyd. 2, Warszawa 1965, PWN.

’
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Mg=Pya4
B8
A

Rys. 9.5. Analiza ramy z odgalezieniami

mujemy tzw. ramy zespolowe. Ich przykladem jest rama tréjprzegubowa (rys. 9.6) zlozona
z trzech ram prostych AB, BC i AC potaczonych przegubami 4, B i C. Po rozcigciu jej
na ramy proste wyznaczamy oddzialywania R, Ry i Rc w przegubach, W tym celu rozkla-

Rys. 9.6. Rama tréjprzegubowa; okreslenie reakcji w przegubach .
~damy reakcj¢ Ry na skiadowe Vi Hy. Z rownaniaréwnowagi momentéw ramy AB wzgle-
dem punktu A4 i podobnie ramy BC wzgledem C mamy

—VBa+HBh+MA=O, —Vab—HBh+MC=O,

gdzie M, (M) — moment obquZema ramy AB {BC) wzglédem punktu A (C). Z réwnan
tych otrzymujemy
VB=(A/IA+M(;)/[, an(Mca—MAb)/hl,

gdzie oznaczenia sa widoczne z rysunku. Pozostale reakcje. R, i R obliczamy z réwnan
réwrfowagi rzutéw dla ramy AB i BC. Po okresleniu reakcji kazda z trzech ram prostych
rozwigzujemy jak poprzednio.

Na ramie tréjprzegubowej ABC (rys. 9.7) mozemy nadbudowac kolejne ramy DE i EF
zlaczone przegubem E, a nastepnie ramy GH i A ztaczone przegubem H. Taki zloZony
ustréj rozwigzujemy w kolejnosci adwrotnej do jego tworzenia. 1 tak w etapie / wyzna-
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czamy R¢, Ry, R;, jak na rys. 9.6. W etapie II okre$lamy reakcje Rp, Rg, Ry traktujca
juz oddzialywania Rg i R; jako obciazenia na.réwni z sita P,. Na koficu rezwiazujemy

Re

etap I etap Il

Rys. 9.7. Przyklad ustroju ramowego statycznie wyznaczalnego

podstawowa rame ABC obciazong znanymi juz reakcjami Rp 1 Rp. Widad, e to rozwiazanie
przypomina analize kratownic, a rézni si¢ innym formulowaniem réwnan réwnowagi
i inna praca elementdw.

Zadania

1. Wyznaczy¢ przebieg M,, T i N w podanych ramach (rys. 9.8).

Odp. Jako sprawdzian podaje sie: dla ramy I jest (M) = 13,5 kN m w narozu C; dla ramy I
jest |M, i = 4 KN'm = const na odcinku.BC oraz |M,|eee = 4 kN m w narozu E; dla ramy III
|M,|,m, = 9,66 kN m w przekroju E oraz |M lexstr = 12kNm w przekrmu D.

B‘ﬂ—-—--—-'l,Sm—-——bc D-ﬁ—_—‘]’sm ‘__,.E 8 A
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N

Rys. 9.8.

2. Wyznaczy¢ ekstremalny moment M, w podanych ramach (rys. 9.9).

Odp. Rama I: 7,5 kN m w przekroju B preta BC; rama II: 7,58 kN m w przekroju B odcinka BC;
rama III: 18 kN m w przekrojach B i D czesci BCD. :

3. Nie rachujac szczegblowo wskazaé razace bledy wykresow M, (rys. 9.10), ktére ktos podat
jako wynik poprzednich zadan.

Odp. Rama I z rys. 9.8: przeskok M, w narozu B oraz M, + 0 w punkcie D; rama I z rys. 9.9:
brak rownowagi wezla B; rama IIf z rys. 9.9: M, = 0 i zalom wykresu w przegubie C oraz brak row-

nowagi wezla D,
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Rys. 9.10. Bledne rozwigzania ram poprzednich

4. Stalowe mieszadlio (rys. 9.11) sklada si¢ z watka AB i dwéch ramion CEF i DGH. Obliczy¢ ek- .
stremalne napre¢Zenia w ramieniu.

Odp. Obcigzeniami s3 ,,sity bezwladnoséci”: g, = gw?Aa, g, = pw?4r, gdzie A '= 3,14 em?, w =
= 1tn/30 = 78,5 rad/s, ¢ = 7,8-10° kg/m?, skad g, = 3,02 kN/m, ¢, = 3,02 (r/a) kN/m., W niebez-
piecznym przekroju C jest M, = 94,6 Nm, N = 1,06 kN, skad o. = (M,/ W)+(N/A) =~ 124 MPa.
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. I:,;; H }GTQr
Qa
Rys. 9.11. Rys. 9:12.

8. Na zeliwny pierscie tlokowy dziala promieniowy nacisk ¢ = 0,3 kN/m (rys. 9.12). Okresli¢
_ekstremalne naprezenie. ’ . : '
Odp. Moment gnacy w przekroju B od sily gr. df jest gr. df-BC = gr. r sin{(a—pB) df, a cal-
'kowity moment _ i .
. x
My = f gr, rsin (x —f) dff = gr. r (1 —cos o)

V]
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osigga ekstremum w przekroju D (x = n). Pomijajac wplyw sit N oraz krzywizny mamy o =
Nyt 12qr. v/bh* =~ 1220 MPa.

6. Trajprzegubowy piericien obciazono sitami P (rys. 9.13). Gdzie nalezy umiesci¢ przeguby Bi C,
aby ekstremalny M, byt najmniejszy?

Odp. Po okresleniu reakcji R, 1 Ry piszemy warunek Ry -EF = Ry~ -BD, skad sin («/2) = 1/3,
& = 38,9° i (M,)exsrr = 0,353 Pr.

9.2. Ramy obciazone przestrzennie

Zacznijmy od plaskiej ramy'?’ obciazonej prostopadta do plaszczyzny ramy sita P
i momentem M* réwnowazacym jej obrotowe dzialanie (rys. 9.14a). Po usunig¢ciu wigzéw
i okreSleniu reakcji R, = Ry = P/2 rozcinamy mySlowo ram¢ na poszczegélne prety
(rys. 9.14b), wstawiajac w przecigciach oddzialywania niezbgdne do zachowania réwnowagi.

Myg=120kNm

7

b | 100kN tRB

Mgs=25kNm
Mg =120kNm

Rys. 9.14, Analiza ramy plaskiej przestrzennie obciazonej

() Takiemu schematowi. odpowiada na przykiad wat korbowy.
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I tak dia prgta AC
T,=P[2=100 KN i M, =(P[2)-AC =25 kNm.

Wielkosci te sa wysitkiem przekroju C preta AC, przy czym M, jest momentem gnacym,
. T.—sila tnaca. Z kolei pret CD obcigzaja w punkcig C znany juz moment M =
= M,c = 25 kN m oraz sita 100 kN, bedace oddzialywaniem preta AC, a wigc o prze-
ciwnych niz poprz - dnio zwrotach. Niezbedny do réwnowagi preta CD uklad sit i momentéw
w punkcie D . _

M, = M, =25kNm, M,,=100kN-CD =60kNm, Tp=100kN

ma zwroty podane na rysunku. Ukiad ten po zmianie zwrotéw, czyli M; p=Mgp, My =
= i sita 100 kN jest z kolei obciazeniem kotica D preta DEF, skad mamy niezb¢dne

- gD?

do réwnowagi tego prgta Tr = P—100 kN oraz
My =Mp=60 kNm, My =M;p+100 kKN.DF—P-EF =25 kNm.

- Podobnie postepujemy z pozostalymi pretami FG, GBL. W wyniku zadanie sprowadza
sie do analizy pigciu pretéw prostych. W analizie tej nalezy zwréci¢ uwage na przeskoki
w narozach poszczegélnych sktadowych wysitku przekrojéw. Gdy na przyklad badamy
przekréy C preta AC, woéwczas moment M,c jest oczywiscie momentem gnacym. Jesli
jednak badamy przekréj C preta CD, to oddzialywanie preta AC, czyli Moc, jest momentem
skrecajacym dla przekroju C preta CD. Podobnie w narozu D: moment gnacy M,p dla

Rys. 9.15. Wyniki analizy ramy z rys. 9.14

przekroju D preta CD staje si¢ momentem skrecajacym M,p dla przekroju D preta DEF,
a poprzedni moment skrecajacy Msp staje si¢ momentem gnacym M",D itd. Te fakty nalezy
uwzglednié przy budowaniu wykreséw M, i M, ktére zazwyczaj rysujemy w perspektywie
(rys. 9.15). Rzedne M, odmierzamy przy tym po stronie wldkien $ciskanych, a do rzed-
nych M, stosujemy umowg z rys. 3.5. _
Jesli na rame plaska dziala takze obciazenie w plaszezyZnie ramy (H # 0), to jego
dzialanie badamy oddzielnie, jak podano w art. 9.1, a nastgpnie stosujemy SUPErpozycig.
Takiemu tacznemu dziataniu odpowiada najogélniejszy przypadek wytrzymatosci ziozons;
preta, w ktérym istnieja wszystkie sktadowe wysilku. _
Powyzsza metode rozdzialu ramy na poszczegdlne prety stosujemy takze w ramach
przestrzennych® (rys. 9.16). Jedyna réznice stanowi konieczno$é formutowania dla kazdego

(1) -§prawdzenie wynikéw z rys. 9.16 zostawia si¢ czytelnikowi.
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Rys. 9.16. Analiza ramy przestrzenncj

preta wszystkich szeciu warunkéw réwnowagi‘!’. Zbadanie wysilku przekrojéw w pretach
daje w wyniku sze$¢ wykreséw, tj. momentéw gnacych, skrecajacego, sily wzdluznej i sit
tngcych. Dla wigkszej jasnosci wykresy te zaleca si¢ rysowac dla oddzielnych pretow.
Podobnie jak poprzednio, w narozach ram przestrzennych zachodza przeskoki sktadowych
wysitku. Przeskoki te powoduja, Ze rozklad napre¢Zen w narozach odbiega znacznie od
wynikéw analizy dia preta prostego i tak jak w ramach plasklch zalezy od uksztaltowama
naroa (patrz rys. 9.4).

LA

wykres My dla P=2qr

'Rys. 9.17. Analiza pier§cienia obciaionego przestrzennie

Zagadnieniami . wymagajqcyml pewnej wyobraZni s3 przestrzenne obcigZenia pr@tow
'zakrzywmnych (rys. 9.17). Na mys$lowo odcigta czg$¢ AE dzialaja: do gory sila P i do
dolu obcigzenie gro, wobec czego niezbgdna do réwnowagi i skierowana do dotu sita
tngca ] ' |

T=P—qra. ' (a)
Przy badaniu réwnowagi momentéw wzgledem osi OF zauwazmy, Ze rami¢ sily P jest
AH = rsina, a ramig elementamej sity (gr dp) Jest FG = rsin (@—pB), skqd

, M —Prsina + fqrdﬁ rsm(a—ﬁ)

() Poprzednio (rys. 9.14), gdy H = 0, trzy warunki rownowagi, tj. sumy rzutéw na osie w plasz-
czyznie ramy i momentow wzgledem osi do niej prostopadtej, sa spelnione toisamosciowe.
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a po scatkowaniu i uporzadkowaniu .
M, = Prsina~qr3(1 —cos o). (b

Podobme z warunku réwnowagi momentéw wzgledem stycznej do osi preta w punkcle E
mamy

M.+P-E"E-f(qr‘dﬂ)-fc“;=,o,

a uwzglqdmajqc 2¢ EH = r(1—cos «), EG = r [1—cos (a—ﬂ)] mamy
M, = —Pr(1 —cosa)+qr3(a—sina). (c)

Wyniki (a)=(c) ilustrujemy wykresami perspektywicznymi, jak podany na rysunku wy-
kres M,. Ekstrema M, i M, wyznaczamy z warunkéw dM,/da = 0 i dM,/dx = 0 itd.
Naprezenia okre§lamy jak w pretach prostych, tj. pomijajac wplyw krzywizny. Doktadnosé
tego przyblizenia jest rzedu b/r, gdzie b — gabaryt przekro;u mierzony réwnolegle do

plaszczyzny ramy.
Z tych przykladéw ram przestrzennych wida¢ istotng rolq rysunku konstrukc_u lub j jei

fragmentow zwlaszcza przy badaniu réwnowagi. .

Zadania

1. Na ramg (rys. 9.14) dziala w punkcie E moment M* =20 kNm o wektorze prostopadlym
do. AB, Okredli¢ przebieg T, M, i M,.

Odp. Na czeéci ACDE wykregy, jak na rys. 9.15, zredukowane pig¢ razy. Na czeéci EFGB wykresy
M i T, jak w czesci ACDE, a wykres M, przeciwny. W przekroju E przeskok M od +10kNm do
—10 kN m.

2. W przekroju A (rys. 9. 16) dziata w piaszczyime xz moment M} = 10 kN m. Wyznaczyé wy-

silek przekrojow. .
) Odp. Czeé¢ ABC zginana w plaszczyinie xz, M, = M* = const Pret CD skrecany; M, = M! =
= const,
3. W punkcie A pierécienia (rys. 9.17) dziata dawna sita P i moment M} = Pr, ktérego wektor
ma zwrot i kierunek zgodny z osia OB. Wyznaczy¢é wysilek przekrojow.
Odp. M, = Pr = const, M, = 0, niezaleznie od kata «.

.

%*:dM’ Ms+d M,

Rys. 9.18. Analiza réwnowagi naroza Rys. 9.19, Ré6wnowaga elementu pierécienia
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4. Jak zmienia si¢ wyrazenia (b) i (c), je§li P =0, za$ ¢ jest liniowo zaleine od «, tj. ¢ = ¢p(2e/37).

Odp. M, = —2qp r¥(a—sin x)/3n, M, = —qp r*(a*>+2cos & — 2)/31r

5. W narozu ¥ ramy (rys. 9.18a) kat o # w/2. Jakie sa M i M w przekroju A’’ (za naroZem),
jesli w przekroju 4’ (przed narozem) dzialaja znane M, i M, "

Rozwiazanie wykredlne. Na rysunku naroza w rzucie (rys 9.18b) nanosimy wektory M,
i M, oraz wypadkowy wektor M. W przekroju A’’ przeciwny wektor M rozldadamy na M i M

Rozwiazanie analityczne wynika z poprzedniego

M, = M, sino+M,cos x, M, = M,sinx—M, cos «.

6. Dla piericienia (rys. 9.17) z wzoru (¢} mamy dM,/dx = —Prsin a+gr?(1—cos &), a wigc
dM,/dx = —M,. Czy to jest przypadek?
Odp. Nie. Z ré6wnowagi momentéw wzgledem osi stycznej w punkcie E do elementu pierécienia
(rys. 9.19) mamy
(M,+dM,) — M, cos da—l—M, sinde =0

i po uwzglednieniu, ze cos dx = 1, sin dax = d«,
dM /dx = — M,
Podobnie z dwéch pozostatych'réwnah rownowagi mamy
dM,fdx = Tr+M,, dT/dx = —qr.



